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The Range of Validity of the Moliére Approximation

The Moliére approximation of the scattering amplitude
is, following earlier statements, a high-energy and small-
angle approximation. Recent investigations show that there
is no intrinsic small-angle restriction, the restriction being
due to special derivations. A method is given, to obtain the
scattering amplitude in the Moliére approximation without
small-angle assumption. This enables to evaluate electron
backscattering rates with the aid of the Moliére scattering
amplitude.

Die Streuung hochenergetischer Teilchen lift sich
in der Niherung von Moliére! durch die Streu-

amplitude fy in Abhéngigkeit vom Streuwinkel
beschreiben:

Ju(®) =k oJolg ) [*© ~11dg,
g=2k-sin(9/2), (1)
Do) = — --,_;1; jZV(Vei’Jrz*)dz,

k = Wellenzahl, V' = Potential, v = Geschwindigkeit
der auf den Streuer treffenden Partikel.

Die Moliéresche Niaherung, verschiedentlich auch
Glaubersche Naherung genannt, ist bis vor kurzem
stets als Hochenergie- und Kleinwinkelnédherung be-
zeichnet worden 2. Bei Moliére ergeben sich die ein-
schrinkenden Bedingungen beziiglich Energie und
Winkel aus der strahlenoptischen Lsungsmethode;
die Herleitung stiitzt sich auf intuitive Uberlegungen
und erfiillt das von Moliére selbstgesteckte Ziel, eine
Verbesserung der 1. Bornschen Niaherung bei hohen
Teilchenenergien und kleinen Streuwinkeln zu er-
halten. Aus der Fiille der auf Moliére folgenden
Veroffentlichungen seien die Arbeiten von Glauber ®
und Schiff * herausgegriffen, die, auch hinsichtlich
ihres Verbreitungsgrades, von grofler Bedeutung
sind.

Glauber ® gelangt auf einem von Moliére abwei-
chenden Weg, der aber ausfiihrlich und durchsichtig
dargestellt wird, ebenfalls zu der Formel (1). Als
Giiltigkeitsbereich der Streuamplitude (1) gibt Glau-
ber an: V/E <1 (E=Gesamtenergie), ka>1 (a
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kennzeichnet den Bereich, in dem das Potential merk-
lich von Null verschieden ist), ¥?.ka<<1. Glauber geht
von der Schriodinger-Gleichung in Integralform aus.
Fir die unbekannte Wellenfunktion setzt Glauber
yw=exp(ik7) @(r) an. Eingesetzt in die Schro-
dingersche Integralgleichung ergibt sich eine Inte-
gralgleichung fiir ¢ (r). Entscheidend ist nun, dafl
Glauber die Integralgleichung fiir ¢ (r) unter Ver-
wendung der Methode der stationiiren Phase® ver-
einfacht. Nach Glauber ist die Vereinfachung neben
der Hochenergieforderung zusitzlich an die bereits
erwihnte Bedingung 9¥2ka <1 gebunden. Die ge-
niherte Integralgleichung 16st Glauber exakt und
erhilt damit als Naherungslosung der Schrédinger-
Gleichung die in der Phase korrigierte ebene Welle

poexp {likr— (ko) [V (53, 9)d1} . (2)

Diese setzt Glauber in die Integraldarstellung der
Streuamplitude ein und wihlt zur Auswertung des
Integrals ein Zylinderkoordinatensystem, dessen
z-Achse parallel zu k, der Einfallsrichtung der auf
den Streuer treffenden Partikel, liegt. Bedingt durch
diese Wahl des Koordinatensystems erhalt Glauber
die Formel (1) nur unter der nochmaligen Forde-
rung ¥2ka <1 und durch eine Symmetriebetrach-
tung. Die Arbeit von Glauber ist in der Folgezeit in
einer Reihe von Verdffentlichungen als Grundlage
von unmittelbar an sie anschliefende Erweiterungen
verwendet worden ©.

Ein in vieler Hinsicht dhnliches Verfahren wendet
Schiff 4 an, der jedoch im Gegensatz zu Glauber von
der unendlichen Bornschen Reihe ausgeht. Ohne auf
Einzelheiten einzugehen, kann festgestellt werden,
daf} die Streuamplitude (1), die nach Schiff eben-
falls an die Bedingung 92ka <1 gebunden ist,
unter Verwendung der Methode der stationiren
Phase und Wahl des Koordinatensystems wie bei
Glauber aufgestellt wird.

Die Behauptung ist nun: Die Kleinwinkelforde-
rung 9% ka <1 ist lediglich auf die Methode der
stationiren Phase und die spezielle Wahl des Ko-
ordinatensystems zuriickzufithren und folgt nicht aus
der Sache selbst. Diese Behauptung ist analog zu der
Aussage von Wallace 2, der in Ankniipfung an die
Partialwellenmethode eine neue, exakte Fourier-
Bessel-Darstellung der Streuamplitude angibt. Im
Grenzfall hoher Teilchenenergien erhélt Wallace die
Formel (1) fiir alle Streuwinkel. Im Unterschied
zu Wallace wird im folgenden die Streuamplitude
(1) auf einem einfacheren Weg hergeleitet, beide
Herleitungen stimmen jedoch darin iiberein, daf} die
Kleinwinkelforderung nicht benétigt wird.

Das Vorgehen wird in gleicher Weise unterteilt
wie bei Glauber. Zunichst wird eine Niherungs-
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l6sung 4 der Schrodinger-Gleichung bestimmt und
diese dann in die Integraldarstellung der Streu-
amplitude eingesetzt. Zur Berechnung der Nihe-
rungslosung wird der aus der Optik bekannte Eiko-
nalreihenansatz in der Form

y=e"S0 . S(r) =3 S,(r) (i/k)"

=0

(3)

gemacht. Unter der Voraussetzung ka > 1 geniigt
es, sich auf den ersten Summanden S)(r) zu be-
schrinken, um eine gute Niherungslésung zu er-
halten:

?I'ze'.ks'(” . (4)
Durch Einsetzen von (3) in die Schrodingersche Dif-
ferentialgleichung und durch Beschrinkung auf den
Exponenten k7! hat Sy(r) die Eikonalgleichung

[grad Sy(r) ]2 =1 -V (r)/E (5)

zu erfiillen. Bei Kenntnis der klassischen Bahnen C
der Elektronen (die in der Optik den Lichtstrahlen
entsprechen) 1t sich die Losung der Eikonalglei-
chung als Kurvenintegral angeben. Die Eikonaldif-
ferenz zwischen zwei Punkten 7, und 7 ergibt sich zu

E (rydr,

(6)
;e
t = Tangenteneinheitsvektor.

Da fiir realistische Atompotentiale eine geschlossene
Darstellung der Bahnkurve nicht bekannt ist. wer-
den folgende Vereinfachungen vorgenommen:

1. Die Wurzel im Integranden der Gl. (6) wird ent-
wickelt, hierzu wird die Voraussetzung V/E <€ 1
gemacht.

. Als Naherungsbahn wird die Halbwinkelbahn
nach Moliére gewihlt, darunter ist eine Gerade
lings des halben Streuwinkels zu verstehen, siehe

Abbildung 1.

Zu einem fest vorgegebenen Streuwinkel # unter-
scheiden sich die Halbwinkelbahnen C, durch den

Abstand o der Bahnen vom Streuzentrum. Die
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Abb. 1. Die Halbwinkelbahn C, zu einem festen Streuwin-
kel . k, k' sind die Wellenvektoren der einfallenden und
in den Winkel ¢ gestreuten Elektronen.

z-Achse wird, im Gegensatz zu Glauber und Schiff,
parallel zur Halbwinkelbahn gelegt. Das Ergebnis
der Rechnung ist die in der Phase korrigierte ebene
Welle

yv=exp{likr—(i/hv) [V(Ve*+27)d]},
(7)
zu deren Herleitung lediglich V/E <1 und ka>1
benutzt werden muBten. Unter Beibehaltung des
Koordinatensystems fiihrt die Integration der Streu-
amplitude tiber Azimut und z-Achse ohne weitere
Einschrinkung auf die Formel (1).

Wegen des Fortfalls der Kleinwinkelforderung
kann die Streuamplitude (1) auch zur Berechnung
der Elektronenriickstreuung herangezogen werden,
bei der die experimentellen Ergebnisse? erhebliche
Abweichungen von der 1. Bornschen Niherung zei-
gen. Uber erste numerische Ergebnisse wurde auf
der Tagung der Deutschen Gesellschaft fiir Elektro-
nenmikroskopie vom 21. bis 25.9. 1975 in Berlin
berichtet.
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